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Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Πειραιά
                       Σχολή Τεχνολογικών Εφαρμογών

Τμήμα Μηχανολογίας

Μηχανική Ρευστών
Κεφάλαιο 3

Λυμένα Προβλήματα

Πρόβλημα 1
Ένα αεροπλάνο πετάει στην ατμόσφαιρα με ταχύτητα:
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Η πυκνότητα,  , του ατμοσφαιρικού αέρα δίνεται από την εξίσωση:

 bzeyxa  )(1 22
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0 /2.1 mKg , 4101  xa m-2, και 4103  xb m-1 . Να υπολογιστεί ο ρυθμός

μεταβολής της πυκνότητας που διαπισ τώνει ο πιλότος αν οι συντεταγμένες του
αεροπλάνου είναι x=0, y=0, και z=5000 m.
Λύση

0



t
 , ax

x 02



 , ay

y 02



 , bzeb

z





0


smwx /135 , smwy /10 , smwz /10

)2()/10()2()/135()2()/10()2()/135(0 0000
bz

zyx

besmaxsmaysmaxsm
z

w
y

w
x

w
tdt

d
























)/(1003.8 34

5000,0,0

mkg
dt
d

mzyx








Πρόβλημα 2
Εάν οι τροχιές των υλικών σημείων ενός συνεχούς μέσου δίδονται από τη σχέση

32
0 53)1( tttxx 

να βρεθεί η επιτάχυνση κατά Lagrange και Eu1er.
Λύση
Παρατηρούμε ότι τη χρονική στιγμή τα 00  tt  το σωματίδιο ρευστού βρίσκεται
στη θέση 0xx  . Η ταχύτητα του σωματιδίου αυτού κατά Lagrange είναι

2
00 156),( ttx

dt
dxtxu  , δηλαδή η ταχύτητα είναι συνάρτηση του χρόνου t  και

της αρχικής θέσεως 0x , της θέσεώς του τη χρονική στιγμή 0t .
Η ταχύτητα κατά Eu1er θα πρέπει να είναι συνάρτηση της θέσεως x  και του χρόνου
t . Δηλαδή ),( txu  εκφράζει την ταχύτητα των σωματιδίων ρευστού που περνούν από

τη θέση x  συναρτήσει του χρόνου. Άρα 2
0 156),( ttx

dt
dxtxu   (i)
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Λύνοντας τη σχέση 32
0 53)1( tttxx   ως προς 0x  προκύπτει
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Η επιτάχυνση κατά Lagrange είναι t
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  ενώ κατά Eu1er
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Παρατηρούμε ότι και για τις δύο μεθόδους  η επιτάχυνση xa  εξαρτάται μόνο από το
χρόνο t .

Πρόβλημα 3
 Σ’ ένα συνεχές μέσο η ταχύτητα σε κάθε σημείο ( x,y,z) του πεδίου ροής και κάθε
χρονική στιγμή t δίνεται από τη σχέση:
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 Να υπολογιστεί η επιτάχυνση κατά Lagrange και Euler.

Λύση:
Έχουμε

t
xtzyxuu



1

),,,(  ,
t

ytzyxvv



1
2),,,(  και

t
xtzyxww



1
23),,,(

δηλαδή οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι συναρτήσεις θέσεως και χρόνου. Τότε οι
συνιστώσες της επιτάχυνσης κατά Euler θα είναι:
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αντιστοίχως

Οι συνιστώσες κατά Lagrange υπολογίζονται αφού προηγουμένως έχει υπολογιστεί η
ταχύτητα κατά Lagrange:
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Ομοίως:
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Τη χρονική στιγμή t=0 οι παραπάνω σχέσεις δίνουν:
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10 Cxx   , 20 Cyy   και 40 Czz 
Άρα:

)1(0 txx   , 2
0 )1( tyy   , 3

0 )1( tzz 
Οπότε η ταχύτητα κατά Lagrange είναι:

00 ),( x
dt
dxtxu   , )1(2),( 00 tytyv   και 2

00 )1(3),( tztzw 

ενώ η επιτάχυνση είναι: 0
2


dt

xdax , 02yay   και )1(6 0 tzaz 

Παρατηρούμε ότι αν στις τελευταίες εκφράσεις αυτές α ντικαταστήσουμε το 0y ,

0z από τις παραπάνω σχέσεις θα προκύψουν οι επιταχύνσεις κατά Euler.

Πρόβλημα 4
Οι συνιστώσες του διανύσματος της ταχύτητας V


 σ’ ένα πεδίο ροής δίνονται από τις

σχέσεις
tKxeKu 3

1
 , yKv 2  και 0w  για 0t

(i) Να βρεθεί η εξίσωση των ροϊκών γραμμών όταν )(sec1 1
321

 KKK
(ii) Ποια είναι η τροχιά του σωματιδίου ρευστού που τη χρονική στιγμή 0t
βρίσκεται στη θέση ),( 00 yx
(iii) Να βρεθεί η εξίσωση της ινώδους φλέβας, της νοητής εκείνης γραμμής στην
οποία βρίσκονται όλα τα σωματίδια ρευστού που πέρασαν, πριν  από μια δεδομένη
χρονική στιγμή, από το σημείο jbiar




Λύση
(i) Επειδή 0w  η κίνηση του ρευστού είναι δισδιάστατη και η διαφορική εξίσωση
των ροϊκών γραμμών γράφεται
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t   όπου η ολοκλήρωση γίνεται θεωρώντας ότι .t , οπότε

yCxCyxe
y

dye
x
dx tett

11lnlnln   ή τέλος
teCxy   με ( 1

1
 CC )

Η εξίσωση
teCxy   είναι η εξίσωση της οικογένειας των ροϊκών γραμμών που

αντιστοιχεί στο δοθέν πεδίο ταχυτήτων. Παρατηρούμε ότι οι καμπύλες  αυτές για
οποιαδήποτε χρονική στιγμή διέρχονται από την αρχή των αξόνων. Για τον
προσδιορισμό της σταθεράς C  θα πρέπει να γνωρίζουμε ένα σημείο από το οποίο να
διέρχονται οι ροϊκές γραμμές π.χ. αν αυτές διέρχονται από το σημείο ),( ba  θα έχουμε

teCab  οπότε tea
bC   και η

teCxy  γράφεται:
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Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζονται τρεις ροϊκές γραμμές που διέρχονται από το
σημείο ),( ba  τρεις διαφορετικές χρονικές στιγμές.
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(ii) Για την εύρεση της εξίσωσης της τροχιάς ενός σωματιδίου ρευστού που βρίσκεται
τη χρονική στιγμή 0t  στη θέση ),( 00 yx  εκφράζουμε τις συντεταγμένες τ ου
σημείου yx,  μια τυχαία χρονική στιγμή t  συναρτήσει του χρόνου t  αλλά και της
αρχικής του θέσης ),( 00 yx , δηλαδή ),( 0 txxx   και ),( 0 tyyy   και απαλείφουμε
μεταξύ τους το χρόνο t . Πράγματι
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  που εκφράζει την εξίσωση της τροχιάς (δρόμου) του

σωματιδίου ρευστού στο παρακάτω Σχήμα.

(iii) Όπως ορίσαμε και στη θεωρία η εξίσωση της ινώδους φλέβας εκφράζει τη νοητή
εκείνη γραμμή στην οποία βρίσκονται όλα τα σωματίδια ρευστού που πέρασαν, πριν
από μια δεδομένη χρονική στιγμή, από το ίδιο σημείο ),( ba  του πεδίου ροής.
Οι παραμετρικές εξισώσεις της τροχιάς ενός σωματιδίου ρευστού είναι:

teexx
 1

0  και teyy 0
Οι εξισώσεις αυτές δίνουν :

tee
xx 


10  και te
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Τα σωματίδια ρευστού που πέρασαν από το σημείο jbiar


  μια χρονική στιγμή 

με t0   έχουν συντεταγμένες 
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ax
e 010 ,  τη χρονική στιγμή 0t .

Αυτές είναι και οι παραμετρικές εξισώσεις της διανυσματικής εξίσωσης
)),,((00 barr 

 (Δηλαδή τα σωματίδια ρευστού που περνούν από το σημείο του
πεδίου ροής ),( ba )
Για να βρούμε τώρα την εξίσωση της τροχιάς κάθε σωματιδίου που πέρασε από το
σημείο ),( ba  του πεδίου ροής, αντικαθιστούμε τα ),( 00 yx  στις παραμετρικές
εξισώσεις της τροχιάς ενός σωματιδίου όπου προκύπτει:
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Η λύση αυτή είναι της μορφής  tbarrr ),),,((0 


  και προκειμένου να βρεθούν οι
θέσεις των σωματιδίων ρευστού  yx,  τη χρονική στιγμή t  που πέρασαν το χρονικό
διάστημα  t,0  από το σημείο ),( ba ,  t,0 , απαλείφουμε από τις παραπάνω

εξισώσεις το te  οπότε προκύπτει η εξίσωση της ινώδους φλέβας. )1(ln
y
be

a
x

 

Πρόβλημα 5
Αέρας ρέει σε σταθεροποιημένη κατάσταση και χα μηλή ταχύτητα διαμέσου ενός
οριζόντιου ακροφυσίου και εκρέει στην ατμόσφαιρα. Η διατομή στην είσοδο  του
ακροφυσίου είναι 0.1 m2 και αυτή στην έξοδο 0.02 m2. Η ροή είναι ουσιαστικά
ασυμπίεστη και ατριβή. Υπολογίστε  τη μανομετρική πίεση που απαιτείται στην
είσοδο του ακροφυσίου έτσι ώστε η ταχύτητα στην έξοδό του να είναι 50 m/sec.

Λύση
Δίδεται: η ροή διάμεσου ενός ακροφυσίου όπως δίνεται στο παραπάνω Σχήμα. Η
ροή είναι μόνιμη, ασυμπίεστη και ατριβή.
Βρείτε: atmpp 1

Βασικές εξισώσεις: 2
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Υποθέσεις:
1) Μόνιμη Ροή
2) Ασυμπίεστη ροή
3) Ατριβή ροή
4) Ροή κατά μήκος ροϊκής γραμμής
5) 21 zz 
6) Ομοιόμορφη ροή στις διατομές 1 και 2

Στην έξοδο του ακροφυσίου, ο αριθμός Mach είναι 147.0
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μικρότερος του 0.3, έτσι η ροή μπορεί να θεωρηθεί ασυμπίεστη.

Εφαρμόζουμε την εξίσωση Bernoulli κατά μήκος μιας ροϊκής γραμμής μεταξύ των
σημείων 1 και 2 για να υπολογίσουμε την πίεση 1p
Τότε
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2
ρ 2
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2211 VVpppp atm 
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Εφαρμόζουμε την εξίσωση της συνέχειας για τον υπολογισμό του 1V

   2211 ρρ0 AVAV   ή 2211 AVAV 
Κατά συνέπεια
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Για τον αέρα σε τυπικές συνθήκες έχουμε:
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Το πρόβλημα αυτό περιγράφει μια τυπική εφαρμογή της εξίσωσης του Bernoulli.

Σημειώνεται ότι εάν οι ροϊκές γραμμές είναι ευθείες γραμμές στην είσοδο και την

έξοδο του ακροφυσίου , η πίεση τότε θα είναι ομοιόμορφη στις διατομές αυτές.

Πρόβλημα 6
Η αντλία του παρακάτω σχήματος παίρνει νερό από μια δεξαμενή και το εκτοξεύει
διαμέσου ενός ακροφυσίου διαμέτρου 5 cm  σ’ ένα μέγιστο ύψος 25 m  πάνω από την
έξοδο του ακροφυσίου. Οι απώλειες λόγω τριβών στους σωλήνες είναι 6.5m. Ποια
είναι η παρεχόμενη ισχύς από τ ην αντλία στο νερό;

Λύση
Για μέγιστο υψόμετρο της δέσμης νερού, πρέπει η δέσμη στην έξοδο του ακροφυσίου
να σχηματίζει γωνία o45  με την οριζόντια διεύθυνση και να έχει ταχύτητα:
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Η σταθεροποιημένη μορφή της εξίσ ωσης ενέργειας για το σύστημα σωληνώσεων
δίνει:
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Οπότε:
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Πρόβλημα 7

Πρόβλημα 8
Στην παρακάτω εικόνα οι σωλήνες 1 και 2 έχουν διάμετρο 2 cm και ο 3 D3 = 3 cm.
Οινόπνευμα (SG = 0. 79) εισέρχεται διαμέσου τ ου σωλήνα 1 με 8 m/s, ενώ νερό
εισέρχεται διαμέσου του σωλήνα 2 με 12 m/s. Εάν υποθέσουμε ότι έχουμε ιδανική
ανάμειξη ασυμπίεστων ρευστών, υπολογίστε την ταχύτητα και την πυκνότητα του
μείγματος στην έξοδο, διατομή 3.
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    Πρόβλημα 9
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  Πρόβλημα 10

  Πρόβλημα 11
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   Πρόβλημα 12

  Πρόβλημα 13
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